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APROXIMACIÓN DE CEROS DE FUNCIONES

Definición: Sea f una función real de variable real, y sea x̃ perteneciente
al dominio de f . Se dice que x̃ es un cero de f ssi f(x̃) = 0.

En este caṕıtulo abordaremos el problema que consiste en calcular una
aproximación del cero de una función, pues no siempre es posible resolver
anaĺıticamente la ecuación f(x) = 0, esto es, despejar la incógnita en térmi-
nos de los datos del problema.
En todo lo que sigue usaremos indistintamente las frases aproximar el cero
de una función, o resolver la ecuación.

Ejemplo: para la función cuadrática f(x) = ax2 + bx + c, con a 6= 0,
se puede plantear el problema de determinar sus ceros, esto es, resolver la
ecuación f(x) = 0. Como se sabe los ceros de la función cuadrática están
dados por

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Los valores anteriores, esto es, los ceros x1 y x2 se pueden denominar
soluciones anaĺıticas de la ecuación f(x) = 0. El problema que motiva este
caṕıtulo es que la posibilidad de despejar la incógnita de una ecuación es bas-
tante excepcional. Es muy frecuente que debamos conformarnos sólo con una
aproximación. Sin embargo, veremos que los métodos numéricos nos proveen
de soluciones aproximadas de excelente calidad.

En la siguiente sección presentamos el método de Newton-Raphson, el
cual es ampliamente utilizado para resolver el problema numérico planteado.
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1. Método de Newton-Raphson.

Sea f una función al menos dos veces diferenciable sobre un intervalo
I = [a, b], sobre el cual se sabe que existe x̃ ∈ I tal que f(x̃) = 0.
Sea xn ∈ I, con n = 0, 1, 2, 3, ..., un número real muy cercano a x̃. Sea
x ∈ I un número real vecino con xn. La aproximación lineal L(x) de f(x)
construida en torno a xn está dada por

L(x) = f(xn) + f ′(xn)(x− xn).

Asumiendo f ′(xn) 6= 0, para cada n = 0, 1, 2, ..., se tiene que

L(x) = 0

ssi

x = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Esta última igualdad motiva la siguiente definición del Método de New-
ton:

Método de Newton-Raphson: sea f ∈ C2[a, b] para la cual se sabe
que axiste x̃ ∈ [a, b] tal que f(x̃) = 0. Suponga que f ′(x) 6= 0, para cada
x ∈ [a, b]. La sucesión de números reales {xn;n = 0, 1, 2, ...} ⊂ [a, b]:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,
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cuando se usa para aproximar el valor de x̃, se denomina aproximación o
método de Newton-Raphson.

Los problemas matemáticos asociados a la definición de una sucesión de
números reales {xn;n = 0, 1, 2, ...}, que será utilizada para aproximar x̃, son:

1. Problema de Convergencia: este problema consiste en establecer las
condiciones matemáticas bajo las cuales la sucesión {xn;n = 0, 1, 2, ...}
es convergente a x̃, esto es, bajo cuáles hipótesis

ĺım
n→∞

xn = x̃.

2. Problema de Estimar el Error: este problema consiste en estimar
el error de aproximación en = x̃− xn;n = 0, 1, 2, ....

El siguiente teorema responde las dos preguntas anteriores:

Teorema: sea f ∈ C2[a, b], siendo x̃ ∈ [a, b] un cero simple de f . Existe
una vecindad V de x̃, V ⊂ [a, b], y una constante C > 0, tales que si x0 ∈ V ,
entonces,
(1) La iteración de Newton-Raphson {xn;n = 0, 1, 2, ...} converge a x̃, y
(2) El error de aproximación em = x̃−xm;m = 0, 1, 2, ..., satisface, para todo
n = 0, 1, 2, ...,

|en+1| ≤ Ce2n.

El siguiente teorema establece responde ambos problemas mencionados,
con independencia del valor inicial x0 utilizado:

Teorema: si f ∈ C2(R2), es creciente, convexa y tiene un cero, entonces
el cero es único y la iteración de Newton convergerá a él a partir de cualquier
punto inicial.

1.1. Ejemplos:

1. Construya una aproximación de
√

2 utilizando el método de Newton-
Raphson.
Solución: sea x =

√
2, a partir de lo cual x2 = 2, ó x2 − 2 = 0. Esto

motiva definir la función f(x) = x2 − 2, con lo cual el problema de
aproximar

√
2 se reduce al problema de calcular o aproximar un cero

de la función f(x) = x2 − 2.
La fórmula iterativa de Newton-Raphson está dada por
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x1+n = xn −
f(xn)

f ′(xn)
;n = 0, 1, 2, ...,

o sea, para n = 0, 1, 2, ...

x1+n = xn −
x2n − 2

2xn
=
x2n + 2

2xn
.

Si se elige como valor inicial x0 = 1 se obtienen los siguientes valores
numéricos. Puede notar que los valores obtenidos convergen rápida-
mente al valor exacto.

n xn
0 1,000000000000000
1 1,500000000000000
2 1,416666666666667
3 1,414215686274510
4 1,414213562374690
5 1,414213562373095
6 1,414213562373095

Se concluye que

ĺım
n→∞

xn = 1,41421356237309...,

ó

√
2 = 1,4142135623730...

2. Se sabe que el polinomio p(x) = 4x3 − 2x2 + 3 posee una raiz x̃ en el
intervalo [−2, 1]. Se pide aproximarla utilizando el método de Newton-
Raphson. Utilice x0 = −1 como valor inicial.
Solución: en este caso para n = 0, 1, 2, ...

x1+n = xn −
f(xn)

f ′(xn)

= xn −
4x3n − 2x2n + 3

12x2n − 4xn

=
8x3n − 2x2n − 3

12x2n − 4xn
.
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Si se elige como valor inicial x0 = −1 se obtienen los siguientes valores
numéricos. Puede notar que los valores obtenidos convergen rápida-
mente al valor exacto.

n xn
0 −1,000000000000000
1 −0,812500000000000
2 −0,770804195804196
3 −0,768832384255760
4 −0,768828085869608
5 −0,768828085849211
6 −0,768828085849211

Se concluye que

ĺım
n→∞

xn = −0,76882808584921...,

ó

x̃ = −0,76882808584921...

2. Ejercicios en Contexto Docente

Calcule un cero para la función f(x). En algunos casos se sugiere un
intervalo de búsqueda:

1. f(x) = x−1 − tan(x), en [0, π/2].

2. f(x) = x−1 − 2x, en [0, 1].

3. f(x) = 2−x + ex + 2 cos(x)− 6, en [1, 3].

4. f(x) = (x3 + 4x2 + 3x+ 5)/(2x3 − 9x2 + 18x− 2), en [0, 4].

5. f(x) = x− tan(x), en [1, 2].

6. f(x) = x2 − 4x sin(x) + (2 sin(x))2.

7. En el intervalo [5,5; 6,5]:

f(x) = x8 − 36x7 + 546x6 − 4536x5 + 22449x4 − 67284x3

+ 118124x2 − 109584x+ 40320.
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3. Ejercicios en Contexto Profesional.

Todos los problemas enunciados a continuación deben ser resueltos uti-
lizando todas las técnicas vistas en cátedra y laboratorio, tales como, (i) méto-
do gráfico, (ii) comando fzero de Matlab, (iii) método de Newton-Raphson
(ejecutado en la ĺınea de comandos, ejecutado a partir de un programa .m,
ejecutado con calculadora cient́ıfica, etc...), (iv) otros algoritmos,...

1. Un abrevadero de longitud L tiene una sección transversal en forma de
semićırculo con radio r. Cuando se llena de agua hasta una distancia h
de la parte superior, el volumen V de agua es

V

L
=

1

2
πr2 − r2 · arc sen(

h

r
)− h(r2 − h2)1/2.

Suponga L = 10[pie], r = 1[pie], V = 12,4[pie3]. Determine la profun-
didad h del agua en el abrevadero.

2. Una part́ıcula parte del reposo sobre un plano inclinado uniforme, cuyo
ángulo θ cambia con una rapidez constante de dθ

dt
= ω < 0. Al final de

t segundos, la posición del objeto está dada por

x(t) = − g

2ω2
· (e

tω − e−tω

2
− sen(tω)).

Suponga que la part́ıcula se desplazó 1, 7[pie] en 1[s]. Encuentre la
rapidez ω con que θ cambia. Suponga g = 32, 17[pie/s2].

3. En estudios hechos sobre la recolección de enerǵıa solar enfocando un
campo de espejos planos sobre un colector central, L.L. Vant-Hull (Solar
Energy, 18, 33 (1976)) deduce una ecuación para el factor de concen-
tración geométrica C:

C =
π(h/ cosA)2F

0,5πD2(1 + senA− 0,5 cosA)
,

en donde A es el ángulo del borde del campo, F es la cobertura frac-
cional del campo con espejos, D es el diámetro del colector, y h es la
altura del colector. Encuentre A si h = 300, C = 1200, F = 0,8 y
D = 14.

4. Un objeto que cae verticalmente en el aire está sujeto a una resistencia
viscosa y también a la fuerza de gravedad. Suponga que dejamos caer
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un objeto de masa m desde una altura h0 y que la altura del objeto
después de t[s] es

h(t) = h0 −
mg

k
t+

m2g

k2
(1− e−kt/m),

en donde, g = 32,17[pie/s2], h0 = 300[pie], m = 0,25[lb], k = 0,1[lb −
s/pie]. Calcule el tiempo que tarda este peso en caer al suelo.

5. Un jugador A dejará en cero (por una puntuación de 21 a 0) al jugador
B en un partido de raquetbol con una probabilidad de

P =
1 + p

2
· ( p

1− p+ p2
)21,

en donde p denota la probabilidad de que A gane un intercambio de
tiros (independientemente del servicio). Determine el valor de p para el
cual P = 1/2. Interprete en términos del juego los valores de p y P .

6. En el diseño de veh́ıculos para todo tipo de terreno, es necesario tener en
cuenta las fallas cuando se trata de librar dos tipos de obstáculos. Una
es la falla por rozamiento, y ocurre cuando el veh́ıculo intenta cruzar
un obstáculo que hace que su fondo toque el suelo. La otra recibe el
nombre de falla por colisión de la defensa delantera y ocurre cuando el
veh́ıculo desciende por una zanja y la defensa delantera toca el suelo.
El ángulo máximo α que puede alcanzar un veh́ıculo cuando β es el
ángulo máximo en que no ocurre la falla por rozamiento satisface la
ecuación

A sen(α) cos(α) +B sen2(α)− C cos(α)− E sen(α) = 0,

en donde,
A = l sen(β),
B = l cos(β1),
C = (h+ 0,5D) sen(β1)− 0,5D tan(β1),
E = (h+ 0,5D) cos(β1)− 0,5D.
Se sabe que si l = 89[pulg], h = 49[pulg], D = 55[pulg], y β1 = 11,5◦,
el ángulo α será aproximadamente igual a 33◦. Se pide verificar este
resultado. Note que l es la distancia entre los centros de ambas ruedas,
h es la altura superior en que se apoya una de las ruedas, y D/2 es el
radio de las ruedas.

7. Una relación para el factor de compresibilidad de los gases reales está da-
da por
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z =
1 + y + y2 − y3

(1− y)3
,

con y = b/4ν, siendo b la corrección de van der Waals, y ν el volumen
molar. Si z = 0,892, ¿cuál es el valor de y?.

8. El factor de fricción para un flujo de suspensión de part́ıculas fibrosas
se ha relacionado con los números de Reynolds a través de

1√
f

=
1

k
ln(RE ·

√
f) + (14− 5,6

k
),

con f factor de fricción, RE número de Reynolds, y k constante deter-
minada por la concentración de la suspensión. Se sabe que para una
suspensión con 0,08 % de concentración k = 0,28. Se pide calcular el
valor de f si RE = 3750.

9. En la ecuación de Redlich-Kwong se ha medido que P = 87,3; T =
486,9; ν = 2,005; R = 1,98; y A(T ) = 0,0837. Calcular b:

p =
R · T
ν − b

− A(T )

ν(ν − b)
.

10. Las temperaturas en el interior de un material con fuentes de calor
incorporadas se determinan a partir de la relación:

e−t/2 · cosh−1(et/2) =
√
Lcr/2.

Aproxime t si se sabe que Lcr = 0,88.

11. La velocidad ν de cáıda de un paracaidista de masa m está dada por

ν =
g ·m
c
· (1− e−(c/m)·t),

donde g = 9,8[m/s2], y el coeficiente de rozamiento está dado por
c = 14[kg/s]. Se pide determinar la masa m de tal modo que a los 7[s]
su velocidad sea igual a 35[m/s].

12. La concentración de saturación del ox́ıgeno disuelto en agua dulce puede
ser calculada a través de la siguiente relación
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lnOsf = −139,34411 +
1,575701 · 105

Ta
− 6,642308 · 107

T 2
a

+
1,243800 · 1010

T 3
a

− 8,621949 · 1011

T 4
a

,

en donde Osf es la concentración de saturación de ox́ıgeno disuelto en
agua dulce en 1atm(mg/L), y Ta es la temperatura absoluta en [K]. Se
pide aproximar el valor de Ta para Osf = 10.
Para aguas naturales t́ıpicas con temperatura templada la ecuación an-
terior es válida para rangos de temperatura entre 0◦C (en este extremo
Osf = 14,621[mg/L]) y 35◦C (en este extremo Osf = 6,949[mg/L]).

13. Un balance de masa para un lago bien mezclado puede escribirse como:

V · dc
dt

= W −Q · c− k · V ·
√
c,

con V = 106[m3], Q = 105[m3/año], W = 106[g/año], k = 0,2[−]. Se
pide calcular el valor de la concentración c en estado estable (dc

dt
= 0).

Se sugiere utilizar c = 4[g/m3] como valor inicial de las iteraciones.
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4. Método de Newton Multivariado

Considere el problema de calcular P̃ = P̃ (x̃, ỹ), tal que, F (P̃ ) = 0, en
donde, F (x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)), o sea, resolver el sistema no lineal de
dos ecuaciones:

f1(x, y) = 0

f2(x, y) = 0.

Con el objeto de formular el método de Newton para este problema con-
sidere el desarrollo en serie de Taylor bivariada aplicado a las funciones f1 y
f2:

0 ≈ f1(x+ ∆x, y + ∆y) ≈ f1(x, y) + ∆x
∂f1
∂x

+ ∆y
∂f1
∂y

0 ≈ f2(x+ ∆x, y + ∆y) ≈ f2(x, y) + ∆x
∂f2
∂x

+ ∆y
∂f2
∂y

,

siendo (x + ∆x, y + ∆y) un punto muy cercano a P̃ . Matricialmente esta
última aproximación se puede escribir como:[

f1x(x, y) f1y(x, y)
f2x(x, y) f2y(x, y)

] [
∆x
∆y

]
= −

[
f1(x, y)
f2(x, y)

]
,

o sea,
J(P ) ·∆P = −F (P ),

en donde P = P (x, y), ∆P = [∆x,∆y]′, y

J(P ) =

[
f1x(x, y) f1y(x, y)
f2x(x, y) f2y(x, y)

]
.

A partir de lo anterior se define el método de Newton (bivariado) como la
sucesión de aproximación {Pn = Pn(xn, yn);n = 0, 1, 2, 3, ...}, definida para
n = 0, 1, 2, 3, ..., como

Pn+1 = Pn + ∆Pn,

en donde, ∆Pn es la solución del sistema de ecuaciones lineales

J(Pn) ·∆Pn = −F (Pn).

Note que lo anterior se extiende naturalmente a sistemas no lineales de 3
o más incógnitas.
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Ejemplo: aproxime la solución exacta P̃ del sistema no lineal de ecua-
ciones

f1(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0

f2(x, y) = y − x2 = 0,

en donde, P̃ = (±
√√

5−1
2
,
√
5−1
2

) ≈ (±0,7861513777, 0,6180339887), uti-

lizando el método de Newton bivariado.

En este caso la sucesión de aproximación queda definida a través de[
xn+1

yn+1

]
=

[
xn
yn

]
+

[
∆xn
∆yn

]
,

con n = 0, 1, 2, 3..., en donde [∆xn,∆yn]′ es la solución del sistema de
ecuaciones lineales,[

f1x(xn, yn) f1y(xn, yn)
f2x(xn, yn) f2y(xn, yn)

]
·
[

∆xn
∆yn

]
= −

[
f1(xn, yn)
f2(xn, yn)

]
,

o sea, [
2xn 2yn
−2xn 1

]
·
[

∆xn
∆yn

]
= −

[
x2n + y2n − 1
y − x2n

]
.

Note que el sistema anterior se puede resolver fácilmente utilizando la
regla de Gabriel Cramer.

Si se utiliza Po(1, 1) como vector inicial se obtienen los siguientes primeros
elementos de la sucesión de aproximación

n xn yn
0 1 1
1 0,83333333........... 0,66666666...........
2 0,78809523........... 0,61904761...........
3 0,78615406........... 0,61803444...........
4 0,78615137........... 0,61803398...........
6 0,786151377757423 0,618033988749895

Los cálculos anteriores son para aproximar la solución exacta del primer
cuadrante.
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4.1. Ejercicios en Contexto Docente

Para cada uno de los sistemas de ecuaciones no lineales dados a contin-
uación se pide iterar hasta que ||Pn+1−Pn||∞ < 10−6. En cada caso se sugiere
un valor inicial.

1.

3x2 − y2 = 0

3xy2 − x3 − 1 = 0

(x0, y0) = (1, 1)

2.

ln(x2 + y2)− sin(xy) = ln 2 + lnπ

ex−y + cos(xy) = 0

(x0, y0) = (2, 2)

3.

x3 + x2y − xz + 6 = 0

ex + ey − z = 0

y2 − 2xz = 4

(x0, y0, z0) = (−1,−2, 1)

4.

6x− 2 cos(yz)− 1 = 0

9y +
√
x2 + sin(z) + 1,06 + 0,9 = 0

60z + 3e−xy + 10π − 3 = 0

(x0, y0, z0) = (0, 0, 0)
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4.2. Estudio de Casos: Los gases de invernadero y la
lluvia.

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, S.C.Chapra y R.P.Canale,
6ta. Ed., McGrawHill, 2011.

Los niveles atmosféricos de diversos gases de invernadero han ido au-
mentando durante los últimos 50 años. Además del calentamiento global, los
gases de invernadero también pueden influir en la qúımica atmosférica . Una
pregunta que se puede hacer es cómo la tendencia de aumento en el dióxido
de carbono está afectando el pH del agua de lluvia. Fuera de las zonas ur-
banas e industriales, está bien documentado que el dióxido de carbono es el
principal determinante del pH de la lluvia. El pH es la medida de la activi-
dad de los iones de hidrógeno, y por lo tanto, de la acidez. Para soluciones
acuosas diluidas, se puede calcular como pH = −log10[H+], en donde [H+]
es la concentración molar de iones de hidrógeno.

El objetivo central de este estudio es: calcular el pH (en áreas limpias
siempre cae entre 2 y 12 ) del agua de lluvia a partir de [H+], para lo cual se
dispone de datos de la presión parcial de CO2 en la atmosfera, esto es, pCO2 ,
desde el año 1958 hasta el año 2003. Por ejemplo, en 1958: pCO2 = 315[pmm],
mientras que en 2003: pCO2 = 375[ppm]

El siguiente sistema no lineal de ecuaciones determina la qúımica del agua:

K1 = 106 [H+][HCO−3 ]

KHpCO2

K2 =
[H+][CO2−

3 ]

[HCO−3 ]

Kw = [H+][OH−]

cT =
KHpCO2

106
+ [HCO−3 ] + [CO2−

3 ]

0 = [HCO−3 ] + 2[CO2−
3 ] + [OH−]− [H+],

en donde KH = 10−1,46 es la constante de Henry, y K1 = 10−6,3, K2 =
10−10,3 y Kw = 10−14 son los coeficientes de equilibrio.
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Las 5 incógnitas son:

1. cT : carbono inorgánico total.

2. [HCO−3 ]: bicarbonato.

3. [CO2−
3 ]: carbonato.

4. [H+]: ion hidrógeno.

5. [OH−]: ion hidroxilo.

Note que pCO2 , en [ppm], denota la presión parcial de CO2 en la atmósfera.
Para datos recabados en Mauna Loa, Hawai, desde 1958 hasta 2003, se pudo
ajustar el polinomio:

pCO2 = 0,011852(t− 1980,5)2 + 1,356975(t− 1980,5) + 339,

en donde, t = 1953, 1954, ..., 2002, 2003.

A partir de la información dada se pide:

1. Demostrar que algebraicamente el sistema de 5 ecuaciones se puede
reducir a la siguiente ecuación en la incógnita [H+]:

0 =
K1

106 · [H+]
·KH · pCO2 + 2

K2K1

106 · [H+]2
·KH · pCO2 +

Kw

[H+]
− [H+].

2. Resuelva la ecuación anterior para los años 1958 y 2003, utilizando el
método de Newton-Raphson, el método de la bisección y el comando
fzero de Matlab.

3. Utilice las aproximaciones obtenidas en el punto anterior para calcular
el pH del agua de lluvia en los años indicados.

4. Construya una tabla de valores en donde la primera columna sean los
años: 1960, 1970, 1980, 1990, y 2000. La segunda columna el valor de
pCO2 . La tercera columna el valor de [H+]. La cuarta columna el valor
de pH. El método para calcular [H+] puede elegirlo libremente.

5. Resuelva el sistema no lineal original de 5 ecuaciones para el año 2003
utilizando el método de Newton multivariado. Reporte el resultado de
al menos 10 iteraciones. Compare con los resultados obtenidos previa-
mente.
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4.3. Estudio de Casos: Flujo Turbulento.

Fuente: Análisis Numérico, C.Gerald, Ed. Alfaomega, 1991.

Para el flujo turbulento de fluidos en una red interconectada la tasa de
flujo V de un nodo a otro es proporcional a la ráız cuadrada de la diferencia
en la presión de los nodos. El problema consiste en calcular la presión en
cada nodo: pi, i = 1, 2, 3, 4, las cuales deben satisfacer el siguiente sistema de
ecuaciones no lineales:

0,3
√

500− p1 = 0,2
√
p1 − p2 + 0,1

√
p1 − p3

0,2
√
p1 − p2 = 0,1

√
p2 − p4 + 0,2

√
p2 − p3

0,1
√
p1 − p3 + 0,2

√
p2 − p3 = 0,1

√
p3 − p4

0,1
√
p2 − p4 + 0,1

√
p3 − p4 = 0,2

√
p4 − 0.

Note que los valores de b representan factores de conductancia en la
relación vij = bij

√
pi − pj.

15



4.4. Estudio de Casos: Biomatemática

Fuente: Análisis Numérico, R.L.Burden y J.D.Faires, 7ma. ed., Thomson
Learning, 2002.

El experimento biológico consiste en la determinación de la temperatura
máxima del agua XM en la que varias especies de hidra pueden sobrevivir
sin que su esperanza de vida disminuya. Una forma de resolver este problema
consiste en aplicar un ajuste ponderado de mı́nimos cuadrados de la forma

y = f(x) =
a

(x− b)c

a un conjunto de datos experimentales. Los datos x de los datos se refieren
a la temperatura del agua. La constante b es la aśıntota de la gráfica de f , y
por tanto, es una aproximación a XM .

1. Demostrar que la elección de a, b, y c, para minimizar

n∑
i=1

[wiyi −
a

(xi − b)c
]

se reduce a resolver el sistema no lineal (todas las sumatorias son para
i = 1, 2, ..., n):

a
∑ 1

(xi − b)2c
=

∑ wiyi
(xi − b)c∑ wiyi

(xi − b)c+1
·
∑ 1

(xi − b)2c
=

∑ wiyi
(xi − b)c

·
∑ 1

(xi − b)2c+1∑ wiyi ln(xi − b)
(xi − b)c

·
∑ 1

(xi − b)2c
=

∑ wiyi
(xi − b)c

·
∑ ln(xi − b)

(xi − b)2c

2. Con los siguientes datos, resuelva el sistema no lineal para las especies.
Utilice los pesos wi = ln yi:

i 1 2 3 4
yi 2,40 3,80 4,75 21,60
xi 31,8 31,5 31,2 30,2
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