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APROXIMACION DE CEROS DE FUNCIONES

Definicién: Sea f una funcion real de variable real, y sea T perteneciente
al dominio de f. Se dice que T es un cero de f ssi f(z) = 0.

En este capitulo abordaremos el problema que consiste en calcular una
aproximacién del cero de una funcién, pues no siempre es posible resolver
analiticamente la ecuacién f(x) = 0, esto es, despejar la incégnita en térmi-
nos de los datos del problema.

En todo lo que sigue usaremos indistintamente las frases aproximar el cero
de una funcion, o resolver la ecuacion.

Ejemplo: para la funcién cuadrética f(z) = ax?® + bz + ¢, con a # 0,
se puede plantear el problema de determinar sus ceros, esto es, resolver la
ecuacion f(z) = 0. Como se sabe los ceros de la funcién cuadrética estan

dados por
—b £ Vb2 — dac
2a '

Los valores anteriores, esto es, los ceros x; y xs se pueden denominar
soluciones analiticas de la ecuacion f(z) = 0. El problema que motiva este
capitulo es que la posibilidad de despejar la incognita de una ecuacion es bas-
tante excepcional. Es muy frecuente que debamos conformarnos sélo con una
aproximacién. Sin embargo, veremos que los métodos numéricos nos proveen
de soluciones aproximadas de excelente calidad.

T12 =

En la siguiente secciéon presentamos el método de Newton-Raphson, el
cual es ampliamente utilizado para resolver el problema numérico planteado.



UNIVERSIDAD
CATOLICA DE
TEMUCO

Facultad de Ingenieria

Departamento de Ciencias
Matematicas y Fisicas

a7

1. Método de Newton-Raphson.

Sea f una funcién al menos dos veces diferenciable sobre un intervalo

I = [a, b, sobre el cual se sabe que existe & € I tal que f(Z) = 0.
Sea x, € I, con n = 0,1,2,3,..., un nimero real muy cercano a Z. Sea

x € I un numero real vecino con z,. La aproximacion lineal L(z) de f(z)
construida en torno a x,, esta dada por

L(x) = f(xn) + f'(@n)(z — 2n).

Asumiendo f’(z,) # 0, para cada n =0, 1,2, ..., se tiene que

L(z)=0
= — f(@n)

Esta tultima igualdad motiva la siguiente definicién del Método de New-
ton:

Método de Newton-Raphson: sea f € C?[a,b] para la cual se sabe
que aziste T € [a,b] tal que f(Z) = 0. Suponga que f'(x) # 0, para cada
x € [a,b]. La sucesion de numeros reales {xp;n =0,1,2,...} C [a,b]:

I p)
n
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cuando se usa para aproximar el valor de T, se denomina aproximacion o
método de Newton-Raphson.

Los problemas matematicos asociados a la definicién de una sucesion de
numeros reales {z,;n = 0,1,2,...}, que serd utilizada para aproximar , son:

1. Problema de Convergencia: este problema consiste en establecer las
condiciones matemadticas bajo las cuales la sucesién {z,;n =0,1,2,...}
es convergente a T, esto es, bajo cudles hipotesis

lim z, = .
n—oo
2. Problema de Estimar el Error: este problema consiste en estimar
el error de aproximacion e, =1 — x,;n =0,1,2, ....

El siguiente teorema responde las dos preguntas anteriores:

Teorema: sea [ € C*[a,b], siendo T € [a,b] un cero simple de f. Existe
una vecindad V de &, V C [a,b], y una constante C' > 0, tales que si zg € V,
entonces,

(1) La iteracion de Newton-Raphson {x,;n =0,1,2,...} converge a &, y
(2) El error de aprorimacion e,, = & —x,,;m = 0,1,2, ..., satisface, para todo
n=0,1,2,..,

lenta| < 063-

El siguiente teorema establece responde ambos problemas mencionados,
con independencia del valor inicial z( utilizado:

Teorema: si f € C*(R?), es creciente, conveza y tiene un cero, entonces
el cero es unico y la iteracion de Newton convergerd a €l a partir de cualquier
punto inicial.

1.1. Ejemplos:

1. Construya una aproximacién de v/2 utilizando el método de Newton-
Raphson.
Solucién: sea © = v/2, a partir de lo cual 22 = 2, 6 22 — 2 = 0. Esto
motiva definir la funcién f(z) = x? — 2, con lo cual el problema de
aproximar v/2 se reduce al problema de calcular o aproximar un cero
de la funcién f(z) = 2% — 2.

La formula iterativa de Newton-Raphson estda dada por
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———n=0,1,2,...,
f'(2,)

Li4n = Ty —
osea, paran =0,1,2, ...

ZL‘2—2_ZE%+2

n

Li4n = Tp — -

22, 22,

Si se elige como valor inicial g = 1 se obtienen los siguientes valores
numéricos. Puede notar que los valores obtenidos convergen rapida-
mente al valor exacto.

Tn
1,000000000000000
1,500000000000000
1,416666666666667
1,414215686274510
1,414213562374690
1,414213562373095
1,414213562373095

DU W= O3

Se concluye que

lim =, = 1,41421356237309...,

n—oo

V2 = 1,4142135623730...

. Se sabe que el polinomio p(z) = 42® — 22* + 3 posee una raiz T en el

intervalo [—2, 1]. Se pide aproximarla utilizando el método de Newton-
Raphson. Utilice g = —1 como valor inicial.
Solucion: en este caso paran =0,1,2, ...

Tiem = Tn— f(zn)
f'(@n)
43 — 222 +3
1222 — 4z,
8z — 222 — 3
1222 — 4z,

= xTL_

4
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2.

Si se elige como valor inicial zp = —1 se obtienen los siguientes valores
numéricos. Puede notar que los valores obtenidos convergen rapida-
mente al valor exacto.

Ty,
—1,000000000000000
—0,812500000000000
—0,770804195804196
—0,768832384255760
—0,768828085869608
—0,768828085849211
—0,768828085849211

DU R W R O3

Se concluye que

lim ,, = —0,76882808584921....,

n—oo

T = —0,76882808584921...

Ejercicios en Contexto Docente

Calcule un cero para la funcién f(x). En algunos casos se sugiere un
intervalo de busqueda:

1.

N vk W

f(x) =z~ — tan(z), en [0, 7/2].
1 —27 en [0,1].

T

T
277 +e* 4 2cos(z) — 6, en [1,3].

T

xr — tan(z), en [1,2].

f(@)
f(=@)
f(x) = (23 + 42® + 32 + 5) /(223 — 92 + 18z — 2), en [0,4].
f(x)
f(x)

r) = x? — 4z sin(z) + (2sin(z))?.

En el intervalo [5,5;6,5]:

f(z) =2® - 362" + 5462° — 45362° + 224492 — 67284
+ 1181242 — 109584 + 40320.
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Ejercicios en Contexto Profesional.

Todos los problemas enunciados a continuacion deben ser resueltos uti-
lizando todas las técnicas vistas en cdtedra y laboratorio, tales como, (i) méto-
do grdfico, (ii) comando fzero de Matlab, (iii) método de Newton-Raphson
(ejecutado en la linea de comandos, ejecutado a partir de un programa .m,
ejecutado con calculadora cientifica, etc...), (iv) otros algoritmos, ...

1. Un abrevadero de longitud L tiene una seccion transversal en forma de

semicirculo con radio r. Cuando se llena de agua hasta una distancia h
de la parte superior, el volumen V' de agua es

Vo1 h

7= §7T7’2 —r?.arc sen(?) — h(r? — B2,
Suponga L = 10[pie], r = 1[pie], V = 12,4[pie®]. Determine la profun-
didad h del agua en el abrevadero.

. Una particula parte del reposo sobre un plano inclinado uniforme, cuyo

angulo 6 cambia con una rapidez constante de % =w < 0. Al final de
t segundos, la posicion del objeto esta dada por

etw _ e—tw

g
o) = =5 (—

2w?

— sen(tw)).

Suponga que la particula se desplazé 1,7[pie] en 1[s]. Encuentre la
rapidez w con que # cambia. Suponga g = 32, 17[pie/s?].

. En estudios hechos sobre la recoleccién de energia solar enfocando un

campo de espejos planos sobre un colector central, L.L. Vant-Hull (Solar
Energy, 18, 33 (1976)) deduce una ecuacién para el factor de concen-
tracién geométrica C"

B n(h/cos A)?F
~ 0,57D2(1 +sen A —0,5cos A)’

en donde A es el dngulo del borde del campo, F' es la cobertura frac-
cional del campo con espejos, D es el diametro del colector, y h es la
altura del colector. Encuentre A si h = 300, C' = 1200, ' = 0,8 y
D = 14.

. Un objeto que cae verticalmente en el aire esta sujeto a una resistencia

viscosa y también a la fuerza de gravedad. Suponga que dejamos caer
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un objeto de masa m desde una altura hg y que la altura del objeto
después de t[s] es

2
_ mg,  myg —kt/m
h(t)—h0—7t+?(1—€ / ),
en donde, g = 32,17[pie/s*], ho = 300[pie], m = 0,25[1b], k = 0,1[Ib —
s/pie]. Calcule el tiempo que tarda este peso en caer al suelo.

. Un jugador A dejard en cero (por una puntuacién de 21 a 0) al jugador

B en un partido de raquetbol con una probabilidad de

Y

1
p_ +p (— P )2
2 Il—p+p
en donde p denota la probabilidad de que A gane un intercambio de

tiros (independientemente del servicio). Determine el valor de p para el
cual P = 1/2. Interprete en términos del juego los valores de p y P.

. En el diseno de vehiculos para todo tipo de terreno, es necesario tener en

cuenta las fallas cuando se trata de librar dos tipos de obstaculos. Una
es la falla por rozamiento, y ocurre cuando el vehiculo intenta cruzar
un obstaculo que hace que su fondo toque el suelo. La otra recibe el
nombre de falla por colision de la defensa delantera y ocurre cuando el
vehiculo desciende por una zanja y la defensa delantera toca el suelo.
El angulo maximo « que puede alcanzar un vehiculo cuando f es el
angulo maximo en que no ocurre la falla por rozamiento satisface la
ecuacion

Asen(a) cos(a) + Bsen*(a) — C cos(a) — Esen(a) = 0,

en donde,

A = lsen(p),

B = lcos(f),

C = (h+0,5D)sen(f;) — 0,5D tan(f;),

E = (h+0,5D)cos(f;) — 0,5D.

Se sabe que si [ = 89[pulg], h = 49[pulg], D = 55[pulg|, y 1 = 11,5°,
el angulo o serd aproximadamente igual a 33°. Se pide verificar este
resultado. Note que [ es la distancia entre los centros de ambas ruedas,
h es la altura superior en que se apoya una de las ruedas, y D/2 es el
radio de las ruedas.

. Unarelacion para el factor de compresibilidad de los gases reales estd da-

da por
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10.

11.

12.

1yt -y
1—-y)?

con y = b/4v, siendo b la correccién de van der Waals, y v el volumen
molar. Si z = 0,892, jcudl es el valor de y?.

El factor de friccién para un flujo de suspensién de particulas fibrosas
se ha relacionado con los nimeros de Reynolds a través de

1 5,6
n(RE - (14 — —),
Vi VI

con f factor de friccién, RE nimero de Reynolds, y k£ constante deter-
minada por la concentracion de la suspension. Se sabe que para una
suspensién con 0,08% de concentracion k& = 0,28. Se pide calcular el

valor de f si RE = 3750.

En la ecuacion de Redlich-Kwong se ha medido que P = 87,3; T' =
486,9; v = 2,005; R =1,98; y A(T) = 0,0837. Calcular b:

R-T A(T)
v—b v(—b)

p:

Las temperaturas en el interior de un material con fuentes de calor
incorporadas se determinan a partir de la relacién:

e7% . cosh™(e!/?) = \/Ler /2.
Aproxime t si se sabe que L., = 0,88.
La velocidad v de caida de un paracaidista de masa m esta dada por

g-m

V= >

(] — e/t
—(l-e )
donde g = 9,8[m/s?], y el coeficiente de rozamiento estd dado por
c = 14[kg/s]. Se pide determinar la masa m de tal modo que a los 7[s]
su velocidad sea igual a 35[m/s].

La concentracion de saturacion del oxigeno disuelto en agua dulce puede
ser calculada a través de la siguiente relacion
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13.

1,575701 - 10°  6,642308 - 107
IO, = —139,34411 + = — =

T, T2
1,243800 - 101 8,621949 - 10'!
73 - T ’

en donde Oy es la concentracién de saturacién de oxigeno disuelto en
agua dulce en latm(mg/L), y T, es la temperatura absoluta en [K]. Se
pide aproximar el valor de T}, para O, = 10.

Para aguas naturales tipicas con temperatura templada la ecuacién an-
terior es véalida para rangos de temperatura entre 0°C' (en este extremo
Osr = 14,621[mg/L]) y 35°C' (en este extremo Oy = 6,949[mg/L]).

Un balance de masa para un lago bien mezclado puede escribirse como:

d
Voo =W=Qre—k-V-Ve
con V = 108m?], Q = 10°[m?/ano], W = 10%[g/ano], k = 0,2[—]. Se
pide calcular el valor de la concentracién c en estado estable (% =0).
Se sugiere utilizar ¢ = 4[g/m?] como valor inicial de las iteraciones.
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4. Meétodo de Newton Multivariado

Considere el problema de calcular P = P(&,7), tal que, F(P) = 0, en
donde, F(x,y) = (fi(z,y), f2(x,y)), o sea, resolver el sistema no lineal de
dos ecuaciones:

f1<x7y) =0
folz,y) =

Con el objeto de formular el método de Newton para este problema con-
sidere el desarrollo en serie de Taylor bivariada aplicado a las funciones f; y

fzi

N N dfi df1
0 ~ filz+ Az,y+ Ay) = fi(z,y) + Ax o + Ay Dy
N N dfs 0fs
0 ~ folz+ Az, y+ Ay) ~fz(:v,:c/)vLAﬂL"agj + Ay oy

siendo (z + Az,y + Ay) un punto muy cercano a P. Matricialmente esta
ultima aproximacién se puede escribir como:

{ fro(zy)  fry(2,y) } { Ax] _ [ Alay)

foa(m,y) foylwyy) || Ay |~ { fa(z,y) } ’

o0 sea,

J(P)-AP = —F(P),
en donde P = P(z,y), AP = [Az, Ay, y

_ flw(x7y> fly(l‘,y>
J<P) B |i fo(xvy) f2y(7~57y) :| .

A partir de lo anterior se define el método de Newton (bivariado) como la
sucesion de aproximacién {P, = B, (z,,yn);n = 0,1,2,3,...}, definida para
n=20,1,2,3,..., como

Pn—i-l:Pn_l'APna

en donde, AP, es la solucién del sistema de ecuaciones lineales
J(P,) AP, = —F(P,).

Note que lo anterior se extiende naturalmente a sistemas no lineales de 3
0 mas incognitas.

10
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Ejemplo: aproxime la solucion exacta P del sistema no lineal de ecua-
ciones

filz,y) = 2*+y*—1=0
fQ(xay) = y_x2:07

en donde, P = (£4/¥31, ¥5-1) ~ (£0,7861513777, 0,6180339887), uti-
lizando el método de Newton bivariado.

En este caso la sucesion de aproximacién queda definida a través de

=]l
yn+1 Yn Ayn ’

con n = 0,1,2,3..., en donde [Az,, Ay,|" es la solucién del sistema de
ecuaciones lineales,

|: flx(xnayn) fly(xmyn) } . [ Az, :|
f2x(xmyn) f2y($n7yn) Ayn

-]

o0 sea,

2wy 2yn | [ Aza ] [al4yi-1

Note que el sistema anterior se puede resolver facilmente utilizando la
regla de Gabriel Cramer.

Si se utiliza P,(1, 1) como vector inicial se obtienen los siguientes primeros
elementos de la sucesién de aproximacion

n Tn Yn
0 1 1

1 0,83333333........... 0,66666666...........
2 0,78809523........... 0,61904761...........
3 0,78615406........... 0,61803444...........
4 0,78615137........... 0,61803398...........
6 0,786151377757423 0,618033988749895

Los célculos anteriores son para aproximar la solucién exacta del primer
cuadrante.

11
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4.1. Ejercicios en Contexto Docente

Para cada uno de los sistemas de ecuaciones no lineales dados a contin-
uacion se pide iterar hasta que || P, 11— P, < 1075, En cada caso se sugiere
un valor inicial.

1.

22—y =

3zt -3 -1 =
(*rOuyO) - (171)

In(z* + y*) —sin(zy) = In2+In7
e’V +cos(zy) = 0
(Io, yO) = (27 2)

iy —z2+6 =
e*+e¥—z =
vt —2x2 =

(ﬂio,yoazo) =

-~ O O

—~
|
—_
|
[\
—_
~—

6x —2cos(yz) —1 = 0

9y + /22 +sin(z) + 1,06 +0,9 = 0

60z +3e ™ +10r—3 = 0
(z0,%0,20) = (0,0,0)

12
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4.2. Estudio de Casos: Los gases de invernadero y la
lluvia.

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, S.C.Chapra y R.P.Canale,
6ta. Ed., McGrawHill, 2011.

Los niveles atmosféricos de diversos gases de invernadero han ido au-
mentando durante los ultimos 50 anos. Ademas del calentamiento global, los
gases de invernadero también pueden influir en la quimica atmosférica . Una
pregunta que se puede hacer es como la tendencia de aumento en el didxido
de carbono esta afectando el pH del agua de lluvia. Fuera de las zonas ur-
banas e industriales, esta bien documentado que el diéxido de carbono es el
principal determinante del pH de la lluvia. El pH es la medida de la activi-
dad de los iones de hidrogeno, y por lo tanto, de la acidez. Para soluciones
acuosas diluidas, se puede calcular como pH = —logyo[H™], en donde [H™|
es la concentracién molar de iones de hidrégeno.

El objetivo central de este estudio es: calcular el pH (en dreas limpias
siempre cae entre 2 y 12) del agua de lluvia a partir de [H "], para lo cual se
dispone de datos de la presién parcial de C'O; en la atmosfera, esto es, pco,,
desde el ano 1958 hasta el anio 2003. Por ejemplo, en 1958: pco, = 315[pmm],
mientras que en 2003: pco, = 375[ppm]

El siguiente sistema no lineal de ecuaciones determina la quimica del agua:

e
K qelENECO;]
KHpCOz

HiCO2-
K _ lcor
[HCO; |
K, = [HY[OH]
K
er = AR 4 [HCO] +[COY ]

0 = [HCOz]+2[CO; |+ [OH ] —[H],

en donde Ky = 10746 es la constante de Henry, vy K; = 10753, K, =
107193 y K,, = 107 son los coeficientes de equilibrio.

13
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Las 5 incégnitas son:

1.

2
3
4
5

cr: carbono inorgédnico total.
[HCO3]: bicarbonato.
[CO37]: carbonato.

[H*]: ion hidrégeno.

[OH™]: ion hidroxilo.

Note que pco,, en [ppm], denota la presion parcial de COs en la atmosfera.
Para datos recabados en Mauna Loa, Hawai, desde 1958 hasta 2003, se pudo
ajustar el polinomio:

pco, = 0,011852(¢ — 1980,5)% + 1,356975(t — 1980,5) + 339,

en donde, t = 1953, 1954, ..., 2002, 2003.

A partir de la informacion dada se pide:

1.

Demostrar que algebraicamente el sistema de 5 ecuaciones se puede
reducir a la siguiente ecuacién en la incégnita [HT]:

K KoK,y Ky
0=— "L fg,. I N e g,
100 [ N peos T A gy fpeos gy — A

. Resuelva la ecuacién anterior para los anos 1958 y 2003, utilizando el

método de Newton-Raphson, el método de la biseccién y el comando
fzero de Matlab.

Utilice las aproximaciones obtenidas en el punto anterior para calcular
el pH del agua de lluvia en los anos indicados.

Construya una tabla de valores en donde la primera columna sean los
anos: 1960, 1970, 1980, 1990, y 2000. La segunda columna el valor de
Pco,- La tercera columna el valor de [H*]. La cuarta columna el valor
de pH. El método para calcular [H "] puede elegirlo libremente.

Resuelva el sistema no lineal original de 5 ecuaciones para el ano 2003
utilizando el método de Newton multivariado. Reporte el resultado de
al menos 10 iteraciones. Compare con los resultados obtenidos previa-
mente.

14
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4.3. Estudio de Casos: Flujo Turbulento.
Fuente: Andalisis Numérico, C.Gerald, FEd. Alfaomega, 1991.

Para el flujo turbulento de fluidos en una red interconectada la tasa de
flujo V de un nodo a otro es proporcional a la raiz cuadrada de la diferencia
en la presion de los nodos. El problema consiste en calcular la presién en
cada nodo: p;, 1 = 1,2, 3,4, las cuales deben satisfacer el siguiente sistema de
ecuaciones no lineales:

0,3y/500 —p1 = 0,2y/p1 — p2 + 0,1y/p1 — p3
02vp1 —p2 = 0,1v/p2 — ps+0,2v/p2 — ps3
0,1vP1 —ps+02vp2 —ps = 0,13 — 4
0,1vp2 —pa+0,1vps —ps = 0,24/py — 0.

p=500,6=03 (1)

0.1

Note que los valores de b representan factores de conductancia en la

relacion v;; = bij\/pi — p;-

15
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4.4. Estudio de Casos: Biomatematica

Fuente: Andlisis Numérico, R.L.Burden y J.D.Fuaires, Tma. ed., Thomson
Learning, 2002.

El experimento biolégico consiste en la determinacion de la temperatura
maxima del agua X, en la que varias especies de hidra pueden sobrevivir
sin que su esperanza de vida disminuya. Una forma de resolver este problema
consiste en aplicar un ajuste ponderado de minimos cuadrados de la forma

a

ny(QT):m

a un conjunto de datos experimentales. Los datos z de los datos se refieren
a la temperatura del agua. La constante b es la asintota de la grafica de f, y
por tanto, es una aproximacion a X;.

1. Demostrar que la eleccién de a, b, y ¢, para minimizar

Z[wiyi - (z; i b)c]

=1

se reduce a resolver el sistema no lineal (todas las sumatorias son para
i=1,2,...,n):

1 W;Y;
az (xz _ b)2c - Z (xz _ b)c
W;Y; 1 W;Y; 1
Z (z; — byt Z (z: — b)2e Z (z: — b)° Z (z; — b)2et!
wiy; In(z; — b) ' 1 B wiyi In(z; — b)
Z (z; — b)e Z (z; — b)2e o Z (z; — b)e Z (z; — b)%

2. Con los siguientes datos, resuelva el sistema no lineal para las especies.
Utilice los pesos w; = Iny;:

i 1 2 3 4
yi 2,40 3,80 4,75 21,60
r; 31,8 31,5 31,2 30,2
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